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О ЦИКЛОИДЕ КАК МЕХАНИЗМЕ ОЦЕНКИ ПРОЧНОСТИ СЖАТОГО 
В ГИПОТЕТИЧЕСКОЙ ЖЕСТКОЙ ОБОЙМЕ ПОЛИКРИСТАЛЛА  
В РАМКАХ МЕХАНИКИ РАЗРУШЕНИЯ МИКРОПОЛЯРИЗОВАННОЙ 
СРЕДЫ 
 
В рамках механики разрушения микрополяризованной среды с использованием 
инвариантов тензора и девиатора напряжений на основе важнейших свойств циклоиды 
разработан математический аппарат оценки перехода напряженного состояния поликри-
сталла из равновесного в критическое. 
 
Если рассматривать поведение основных конструкционных поли-
кристаллов, независимо от области их применения и вида напряжённо-
го состояния, даже в условиях простого нагружения, на современном 
уровне развития науки и техники мы не сможем в полной мере ни опи-
сать механизм их разрушения, ни установить точный резерв их несу-
щей способности. 
В механике деформируемого твёрдого тела принято считать, что 
самыми простейшими и доступными для понимания являются одноос-
ные напряжённые состояния: осевое сжатие (растяжение) и срез. 
Но если для конструкционной стали или чугуна с таким мнением 
можно (частично) согласиться только в рамках осевого сжатия (растя-
жения), то уже при определении достоверного сопротивления этих 
материалов на срез возникают определённые и теоретические, и прак-
тические трудности. 
Если же рассматривать каменные породы – конструкционный бе-
тон и твёрдые горные породы, то здесь уже при осевом сжатии нужно 
решать непростой вопрос относительно обработки торцов опытных 
образцов: смазывать их или нет? 
При испытании бетонных образцов на осевое растяжение возни-
кают серьёзнейшие технологические трудности по их центровке, а ме-
тодики определения сопротивления бетона на срез практически не су-
ществует. 
Теперь рассмотрим поведение опытного образца поликристалла 
(независимо от его генезиса) при его осевом сжатии безинерционной 
нагрузкой. По мере её роста образец деформируется и в продольном, и 
в поперечном направлениях. 
Количественно меру деформации в продольном направлении 
можно оценить линейным модулем деформации Е, а в поперечном – 
коэффициентом Пуассона ν, значения которых для разных материалов 




меняются. Например, для конструкционной стали ν =0,26 … 0,30; АС – 
ν =0,32 … 0,33; конструкционного бетона – ν = 0,10…0,16 и т.д. За 
исключением абсолютно твёрдого тела, все реальные поликристаллы 
(либо кристаллические твёрдые тела) ведут себя аналогичным обра-
зом. 
Однако механизмы деформирования поликристаллов даже в про-
стейших условиях теорией не установлены, хотя для анализа НДС по-
ликристалла они крайне необходимы. 
Поэтому в дальнейшем синтезированные продольные усилия при 
осевом сжатии (растяжении) рекомендуется называть результирую-
щими сопротивлениями, определяемые сопротивлениями поликри-
сталла на чистый сдвиг RS и «отрыв» «С» (чистое сцепление) вдоль 
огибающих плоскостей скольжения. 
Направление плоскостей скольжения поликристалла (кристалл-
лического тела) относительно плоскости действия внешней осевой 
нагрузки определяется углом скольжения Ф, равным углу наклона бо-
ковой грани структурного элемента к основанию. 
В качестве структурного элемента (жёсткой совокупности ато-
мов) поликристалла, независисмо от типа химической связи (кова-
лентной, ионной или металлической), принят «искажённый» октаэдр 
Паулинга [1]. «Искаженность» октаэдра выражается в сжатии-
растяжении его формы вдоль продольной оси «а-а». 
Следующим важнейшим фактором принятой модели поликри-
сталла является ориентационная микрополяризуемость структурных 
элементов в процессе нагружения поликристалла, т.е. образования под 
действием механических напряжений дипольного момента (векторная 
величина) единицы объема поликристалла, с последующим, за счёт 
этого, поворотом оси «а-а» каждого структурного элемента (по анало-
гии магнитной стрелки), равнонаправленно (коллинеарно) вектору 
внешней нагрузки [2]. Такая особенность поведения структурного по-
ликристалла под нагрузкой определяет одно из важнейших свойств 
модели микрополяризованной среды и принципиально отличает её от 
гипотетической модели сплошной среды. 
Так как одной из наиболее важных задач механики разрушения 
является определение физических постоянных и параметров прочно-
сти для образцов поликристалла, соответствующих практически дей-
ствующим нагрузкам как для простых лабораторных испытаний, так и 
для реальных конструкций, необходимо провести тщательный анализ, 
с использованием инвариантов тензора и девиатора напряжений, ана-
литического аппарата механики разрушения микрополяризованной 




среды и основных свойств «родоначальницы» вариационного исчисле-
ния – циклоиды, для образцов поликристаллов, в которых под дейст-
вием граничных нагрузок может произойти нарушение равновесного 
состояния, вызывающее разрушение. 
При этом одновременно с исследованием критерия прочности по-
ликристалла рассмотрим и механизм поперечного расширения. 
Для этого опытный образец поликристалла поместим в гипотети-
ческую жесткую (недеформируемую) цилиндрическую обойму с иде-
ально гладкими стенками. 
В момент равновесного состояния, т.е. когда внешние силы будут 
уравновешены внутренними, состояния боковых стенок гипотетиче-
ской обоймы достигают критического уровня и в закритическом со-
стоянии они полностью потеряют своё функциональное назначение. 
Оценку напряжённого состояния образца поликристалла при осе-
вом сжатии в гипотетической обойме выполним на основе теории На-
даи [3-6], согласно которой октаэдрические касательные напряжений 
τокт в предельном состоянии текучести (разрушения) являются функ-
цией октаэдрического нормального напряжения σокт, т.е. 




1 2 2 3 3 1
1 ( ) ( ) ( )
3
σ − σ + σ − σ + σ − σ ,         (2) 
σ1 > σ2 = σ3 – главные нормальные напряжения,  (3) 
σокт  = 1 2 3
1 ( )
3





,   (5) 
σокт  ≡ 
1 I
3 σ
,   (6) 
IIs – второй инвариант девиатора напряжений [6]: 
IIs = ( )2 2 21 2 31 S S S2 + + ,         (7) 
Iσ – линейный инвариант тензора напряжений: 
Iσ = σ1 + σ2 + σ3  = 3 σокт,   (8) 
S1 , S 2 , S 3 – главные значения девиатора напряжений: 




S1 = σ1 – σ0,   (9) 
S2 = σ2 – σ0,              (10) 
S3 = σ3 – σ0.              (11) 
В рамках механики разрушения МПС предлагается обобщённый 
критерий Надаи вида 
IIs =  2
1 (mI )
3 σ
,   (12) 
где Iσ – то же, что в (8); m – фрикционный параметр: 
m = f2 (Ф).     (13) 
Для практического пользования критерий вида (12) преобразуем с 
учётом равенства (3). Таким образом 
σ
 1 + 2σ3  = 3 σо,      (14, а) 
σ
 1 – σо = 2σ0 – 2σ3  = 2(σ0 – σ3),    (14, б) 
S1 = – 2S3.    (14, б) 
Введя (14) в (7), получим 
IIs = ( )2 2 2 23 3 3 31 2S S S 3S2  − + + =  ,        (15) 
а (8) в правую часть (12): 
2 2 2
3 03S 3m= σ ,      (16, а) 
2 2 2
3 0S m= σ ,   (16, б) 
3 0S m= σ .                   (16, в)   
Для определения фрикционного параметра m (13) принимаем 
граничное условие вида:  
0  ≤  Фi  ≤  90о,       (17) 
где Ф – угол скольжения реальных кристаллических тел в границах 
«идеальная жидкость – абсолютно твёрдое тело». К идеальным теку-
чим средам принадлежат все газы и большинство жидкостей (вода, 
спирт и др.) Абсолютно твёрдое тело – естественная абстракция, как 
жёсткая система точек, в которых независимо от напряжённого со-
стояния взаимное расположение отдельных (соседних) точек не изме-
няется [7]. 
На рис.1 приведена развёртка циклоиды на плоскости σ0OS3 про-
изводящим кругом радиусом R= |S3| и, соответственно, диаметром      

































Рис.1 – Основные  свойства  нормали  MN  к  циклоиде 




В качестве параметра циклоиды принят угол ∟MCN= Ф, который 
по абсолютному значению для четверти циклоиды соответствует гра-
ничным условиям (17) [8, 9]. 
«Обращение» к циклоиде связано, в первую очередь, с тем, что 
она позволяет раскрыть  природу (механизм) образования деформаций 
в условиях простого нагружения поликристалла. Суть его раскрывает-
ся просто, если приравнять функционально совокупность жёстких 
структурных элементов производящему кругу, который скользит без 
трения вдоль направляющей плоскости скольжения. При этом он со-
вершает сложное движение (перемещение), представляющее комбина-
цию двух простых: вращательного и поступательного (теоремы Эйле-
ра, Шаля, Пуансо). Такое перемещение называют винтовым и оно про-
является на внешних поверхностях сжатых (растянутых) образцов в 
форме полос (линий) скольжения Чернова-Людерса [3-5, 10, 11]. 
 Следовательно, уравнение (16, в) в полной мере эквивалентно 
уравнению нормали циклоиды и его окончательно можно записать в 
виде: 
S3 = – σ0 tgФ/2,                            (18, а) 
|S3| = σ0tgФ/2.                             (18, б) 
 Для опытной проверки зависимости (18) с учётом (3) и равенства 
K0 = σ3/σ1,   (19) 
где K0 – коэффициент бокового давления в абсолютно жёсткой обой-
ме, преобразуем уравнение (19) к виду 
   K0 = (1– tgФ/2) / (1+2tgФ/2),  (20)  
а затем выразим параметр tgФ/2 через коэффициент Пуассона ν в фор-
ме 
tgФ/2= (1 – 2ν)/(1+ν),   (21) 
и наоборот: 
ν = (1 – tgФ/2) / (2+ tgФ/2).  (22) 
 Например, для конструкционной стали при 
 
 ν = 0,28; Ф = 37,9о sinФ = 0,615; 
 ν = 0,285; Ф = 37о sinФ = 0,602; 
 ν = 0,29; Ф = 36,07о sinФ = 0,589; 
 ν = 0,295; Ф = 35,14о sinФ = 0,576; 
 
Следовательно, при осевом растяжении тонкой стальной пласти-
ны результирующим напряжением σр = σT сопротивление стали срезу 
достигнет уровня (рис.2) 
RS = σT . sinФ,   (23) 




который подтверждается экспериментально [12]. 
 
 
Рис.2 – Схема распределения внутренних усилий при осевом растяжении: 
|C| – молекулярное сцепление; |RS| – сопротивление стали срезу. 
 
  Для конструкционного бетона и горных пород аналогичные ре-
зультаты приведены в работе [13]. 
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